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Chris Klingさん追悼

2009年 4月、Chris Palmerさんから悲しい知らせが届いた。MANIFOLD会員である Chris Klingさんが急逝された。

私は 2002年にアメリカのメリーランド州で開かれた Bridges国際会議に、柳瀬順一君と参加し、Chris Klingさんと出

会った。彼はスイス出身で私と同世代である。

彼はアメリカ・コロラド州 Boulderに住み、ゾムツールの開発者のMarc Pelletier氏とともにさまざまな開発を手がけ

ていた。黄金比や五回対称、準周期パターンを次世代の規格にしようという点で、我々は意気投合したのである。

Bridges 国際会議では私の作品「Bamboo Pleiades Lamp」と、当時彼が開発したばかりの最高企業秘密「菱形 30面体

のアルミ製ジョイント」一個を等価交換した。

帰国後、自宅に何度か国際電話がかかり、電話代が心配になるほどの長電話をした。

電話のむこうで彼は、ペンローズ・タイルに従った建築設計案「Goetheanum 3（1990）」を私のホームページで見て

ショックを受けたという。彼はゾムツールをヴァーチャル空間で奔放にデザインできる CADソフトウェア「Aurodyn」

（http://www.aurodyn.com/）を開発中で、Goetheanum 3のような建築設計にこそ向いたソフトウェアだという。

そしてこの図面一式を売って欲しいという。私は A1 大の全図面を青焼きし、時節柄、クリスマス・プレゼントとし

て贈ることにした。後日無事受け取りの電話があり、全図面が手描きであることにとても驚かれたようでもあった。

五回対称の建築や都市を作ることは我々共通の夢であり、類は友を呼ぶというべきであろうか。

思うに人間は、五回対称の空間に住みたいと思う者とそれを拒絶する者とにはっきり分かれるようである。

前者はまだまだ少数派であろう。

2006年にアトランタで開かれた 7th Gathering for Martin 

Gardner (G4G7)は忘れられない思い出だ。私たちは 4年

ぶりに再会した。会議の合間を利用して、Chris Klingさ

んの宿に行き、開発途中のAurodynで Goetheanum 3の作

図を試ることにした。数時間その CAD のお手並みを拝

見したところ、確かに正 12・20面体的な規格の設計には

抜群の操作性であることは了解できたが、問題点もいく

つか見えてきた。トラス構造を設計する限りでは不足な

いのだが、コンクリート造に類する一定の厚さを持った

躯体の設計にはまだ十分対応できてないようであった。

その後の改良のヒントになったのではないかと思う。

G4G7最終日、日曜日で休業だらけのアトランタ市街を、

ペンローズ氏と私が昼食をとるべく彷徨っていると、運

よく Chris Klingさんともう一人のクリス、Chris Palmerさんと出くわして、かろうじて彼らの宿の一階にあるレスト

ランに落ち着くことができた。それは生涯最高の昼食だったといっていい。安いランチセットを皆で食べながら、ペ

ンローズ・タイルにしたがった都市と建築の実現について、震源であるペンローズ氏本人を前にして私たちは語り合

ったのである。写真はその昼食直後の写真である。（左から Chris Kling, Roger Penrose, Chris Palmer。撮影筆者）

Aurodynも完成し、世に問う段階に入っていたと思う。

以前贈った図面の返礼だったのだろうか、Aurodyn の株券を持たないかと勧めてくれたこともあった。手続きが面倒

そうだったので遠慮したが。

本号の Chris Palmerさんの投稿にあるように、去る 7月 Banff で開かれた Bridges国際会議では、Chris Klingさんを

偲び、大勢の手でゾムツールの巨大な構造物を作ったようである。大局的には菱形三十面体の骨格で、Goetheanum3

の基本構造と同様である。自重は相当なものだと思うのだが、まったく変形を起こしていないことに驚きを禁じえな

い。なんとも幾何学者たちならではの追悼の仕方である。Chris Klingも天国で微笑んでいることだろう。

心からご冥福をお祈りいたします

日詰明男
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Abstract 

The continued fraction expansion of a real number 0R generates a family of spiral triangular patterns, called 

“tornadoes.” Each tornado consists of similar triangles, any two of which are non-congruent. 

Basic Operation 

Let 0R and 10 s . In the plane, the sequence of points )2sin,2cos()( jRsjRsjV jj

for ,1,0j , which we call the ‘vertices’, naturally converges to the origin. Fix an integer 0k , which 

is called the ‘modulo’ or the ‘step size’, and join the vertex )( jV with )( kjV  by the line segment 

)()( kjVjV  for 0j .

Fibonacci Tornado 

The Fibonacci numbers nf are defined by 

121 ff  and 12 nnn fff , 2n . In the 

previous paper [2], we showed that if 1nfk  and 

R , where 2/)51(  is the golden ratio, 

there exists a 10 s  such that the vertex 

)( 2nfjV  lands on the line segment 

)()( 1 nn fjVfjV  for each 0j . By the Basic 

Operation above, we obtain the spiral pattern of 

similar triangles as shown in Figure 1 ( 2k ), 

which is called a “tornado”. As k gets larger, we 

could see that the tornado comes out like a blooming 

flower, while the argument jR  of each vertex )( jV

remains unchanged. 

 Remark that the well-known spirals as in Figure 

2 are different from our tornadoes because they have 

congruent triangles. 
Figure 1: Fibonacci Tornado. ]5,3,[
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R= C0+ 1 p0/q0  0th convergent
     C1+ 1   p1/q1  1st  convergent 

      C2+ 1   p2/q2  2nd convergent 
        C3+ 1   p3/q3  3rd convergent 

       
                     

               Cn 1       pn/qn  n-th convergent 
              

Real Tornado 

A generic real number R also generates a family of tornadoes. As is well-known (see [1]), the continued 

fraction expansion of R as in the Figure 3 is defined by 00CR , 10 0 , and 11/1 nnn C ,

10 1n  for 0n , where nC are called the partial denominators. If R is rational, it is related to the 

Euclidean algorithm and stops when 0n . The n -th convergent nn qp /  is defined by 00 Cp , 10q ,

1011 pCp , 11 Cq , and 111 nnnn ppCp , 111 nnnn qqCq  for 0n . It is known that 

nn qp /  are the best approximations of R , where 

1
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1  for 0n .

For example, the convergents of 3R  are 1/1, 2/1, 5/3, 7/4, 19/11, 26/15, 71/41, .... The denominators 

nq and 1nq  are coprime.  

Choose any pair of consecutive convergents nn qp / and 11 / nn qp , and denote by nqq and 1nqq .

Define the step size by qqk . Then there exists a unique 10 s  such that under the Basic 

Operation the vertex )( qqjV  lands on the segment )()( qjVqjV  and we obtain a spiral 

pattern named as the tornado ],,[ qqR , consisting of similar triangles )()()( qjVqjVjVT j

for 0j . Figure 4 presents the tornadoes ]4,3,3[],,[ qqR and ]11,4,3[ .

The basic idea of the Real Tornado was originally published in Japanese in [3].  Here we show how to 

find a 10 s . Denote the 

length of the three edges of jT

by 

)()()( qjVqjVja ,

)()()( qjVjVjb ,

)()()( qjVjVjc .

Figure 2 : A Non-Fibonacci Tornado. Figure 3 : Continued Fraction and Convergents 

[ 3 , 3, 4] [ 3 , 4, 11] 
Figure 4 : 3  Tornado. 

Akio Hizume+Yoshikazu Yamagishi "Real Tornado" (2/4)
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By Figure 5 we can see that 

).()(

)()()()(

)()()()(

)()(

)(

jbsjcs

qjVjVsqjVjVs

qjVqqjVqqjVqjV

qjVqjV

ja

kqq

qq

The three angles of jT are 

)(22 kqRqR , Rq2 , and Rk2

or 

)(22 kqRqR , Rq2 , and Rk2 ,

where the signs are chosen to satisfy that sin,sin and sin  are all positive. The law of sines is 

expressed by 

sin

)(

sin

)(

sin

)( jcjbja
,

and we obtain the equation 

0)2sin()2sin()2sin( kRqRsqRs qq
.        

It is easy to see that this equation has a unique solution 10 s .

Additional Results 

Conversely, we can also prove that any possible tornado ],,[ qqR  with qq,  positive is related to the 

continued fraction expansion of R .

Theorem: Let R  be a real number and qq,  positive integers. There exists a tornado ],,[ qqR if and only 

if R  has a convergent 
n

n

q

p
 and an (intermediate) convergent

1

1

nn

nn

qcq

pcp
, 10 nCc , where we denote 

by 1,, nnnn pcppqqpp  and 1nn qcqq  such that 

(1) R is distinct from 
q

p
and

q

p
, that is, 

q

p
R

q

p
or

q

p
R

q

p
, and 

(2)  2/1}{}{ RqqR  , where 1}{0 xxx denotes the fractional part.  

See [4] for the proof and further discussions. Note that the golden ratio is a special irrational number 

which has no intermediate convergents. 

Acknowledgements 

The authors would like to thank the reviewers for their helpful comments and suggestions. They 

suggested to consider the equation )1(kkq zz with 10  given, where q and k are 

relatively prime. By experiments, they claim that the tornado ],,[ kqqR  is obtained by using the root 

Figure 5 : Principle. 
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12 Risez of the largest magnitude. Note that in our setting above, the ratio  tends to 0 or 1 as R

approaches to qp /  or qp /  respectively. 
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b

a

ペンローズ・タイルの意外な効果
日詰明男

本号表紙図案“ Penrose Tile made of plywood” 参照

「ペンローズ・タイル状の都市計画や建築はいつか人類

の終の棲家になるだろう。これは数学的必然である」と

私は常々発言しているが、「五角形は不経済だ」と反論

されることもしばしばである。「長方形から五角形を取

るのは無駄が多いではないか」と。

ところが、実際はほとんど無駄がないどころか、おまけ

に直角システムや三角システムではありえないような効

果さえ付いてくる。

2005年に、東京丸の内ビ

ル（通称丸ビル）で行っ

た展示（上および左写真）

では、厚さ 30ミリの 3×6

板 37 枚から部材を切り

出し、直径約 8ｍの面積

をペンローズ・タイルで

敷き詰めた。

本号表紙は、その平面図

である。コンパネ規格

（3×6 板）から正五角形

タイル 2枚と二等辺三角

形、直角三角形がとれ、

すべて活用することができる。正確には、

を黄金比
2

51
として

02622131.2:1
711

34)57(
:1: ba

の長方形から無駄なく取れる。

1800mm×888.3531086mm の板に相当す

るから、3×6板の場合、長辺側を 11.6mm

ほど削らねばならない。

この展示に使われたタイル材は、厚さ 30ミリの場合、180

×90×111cmの直方体空間に収納でき、家庭の押し入れ

に余裕で入る。実際に丸ビル・プロジェクトが終わった

後 2年間保管し、下写真にあるように、2008年 8月、京

都芸術センターで再展示した。

このときは経費節約のため、タイル同士を緊結せず、そ

のまま並べるだけにとどめた。

驚くべきことに、並べきった段階で、足の爪先で周辺を

トントンと叩くと、自然に中心部は隙間なく詰まってゆ

き、びくともしないタイルとなったのである。

1 ヶ月の会期中、大勢の観客が歩き回ったにもかかわら

ず、殆どずれることはなかった。

これは準結晶の物性を予言する現象かもしれない。

もし四角格子や三角格子の“ 周期的” タイルだったとす
ると、接着無しでは、ずれまくって収拾がつかなくなっ

たことだろう。いわゆる「格子欠陥」が簡単に起こって

しまうからである。

現在は再び自宅倉庫にコンパクトにまとめ、次の出番を

待っている状態である。          （了）

Photo by Tomas Svab 

Phot by Ayako Okada 

Phot by Tomoko Ninomiya 
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SQUARE KECAK 2-1 [0,2,2,2,2,2, ] 0.41421356
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DELTA KECAK 3-1 [0,1,2,1,2,1,2,1,2, ]   0.7320508
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EULER KECAK EXP(1)-2  [0,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1, ]   0.71828
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 SEVEN KECAK 7-2  [0,1,1,1,4,1,1,1,4,1,1,1, ]   0.645751311
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ELEVEN KECAK 11-3  [0,3,6,3,6,3, ]   0.31662479    
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